Chapitre 3 : Nombres complexes

1 Généralités et rappels
1.1 Définition

Définition 1.1. On définit (provisoirement) I’ensemble des nombres complexes comme

o )loem)

0 0 -1
On identifie tout réel a un "nombre complexe” al, = (g ) et on définiti = (1 0 ) de telle sorte que tout
a

nombre complexe s’écrit de maniére unique sous la forme a + ib, pour un couple (a,b) € R?

Proposition 1.2. Soit z1,zp,z3 € C

*

L’addition est commutative : z1 + zp = zp + 27

*

L’addition est associative : z; + (z2 + z3) = (21 + 22) + 23
* La multiplication est commutative : z1z; = zpz;

*

La multiplication est associative : z1(z223) = (z122)23

*

La multiplication distribue sur ’addition : z1(z, + z3) = 2122 + 2123

1.2 Conjugaison

Définition 1.3. Soit z = a + ib un nombre complexe sous forme algébrique.
On définit :

* Son conjugué:z =a—ib e C

* Sa partie réelle : Re(z) =a € R

* Sa partie imaginaire : Im(z) = b € R

Proposition 1.4. Soitzy,z; € Cetn € N

Ona:
¥ z1+20 =21+ 2
* Z1Zp =Z1 X Zp
xZ2=2
x z =72Z"

* Onazi € R < z1 =27

* Ona o o
Re(z;) = # et Im(zy) = 1
* Ona
Re(21 + 22) = Re(zl) + RE(ZQ)
Vt € R, Re(tz1) = tRe(z1)
x Et

Im(zq + 2z2) = Im(z7) + Im(zp)
Vt € R, Im(tz1) = tIm(z7)

(R-linéarité de Re et Im)



Proposition 1.5. Soitz € C
LASSE (Les assertions suivantes sont équivalentes) :

(i FbeR:z=ib
(i) z=—z
(iii) Re(z) =0
Quand elles sont vraies, on dit que z est imaginaire pur.

1.3 Module

Proposition 1.6. Soitz € C
Alors zz € R4 eton a zzZ = 0 si et seulement si z = 0

Corollaire 1.7. Tout nombre complexe non nul a un inverse :
VzeC*,dJweC:zw=0

Corollaire 1.8. On a la regle du produit nul :
Vz1,220 € C,z12p =0 <— (21 =0ouz = 0)
On dit aussi que C est integre.

Proposition 1.9. Soitzq € Cetz, € C*

Alors le conjugué de 2 est 2L
2 23

Définition 1.10. Soitz € C
Le module de z est |z| = VzZ

Définition 1.11. Onnote U = {z € C | |z| = 1} le cercle unité (ou trigonométrique)

Proposition 1.12. Soitz; € Cetzy; € C
21

On a |z12p| = |z1| - |z2] et sizy # 0, =

1.4 Inégalité triangulaire
Proposition 1.13. Soit z,w € C
LASSE :
(1) zZw € ]R+
(i) z=0ou(z#0et¥ e Ry)
z=Au
(i Ju e C,IA, u e Ry :
w = pu

Si ces assertions sont vraies, on dit que z et w sont positivement colinéaires.

Remarque : Siz = a +ib et w = ¢ + id, Re(zw) = ac + bd est le produit scalaire de <:> et (;)

Théoréme 1.14. Soitz,w € C
* OnaRe(z) < |z
Il y a égalité si et seulement siz € R
* Inégalité de Cauchy-Schwarz : On a Re(zw) < |z| - |w]

"Le produit scalaire est inférieure au produit des normes".
* Inégalité triangulaire : |z + w| < |z| + |w|

Dans les deux derniers cas, il y a égalité si et seulement si z et w sont positivement colinéaires.



Corollaire 1.15. Pour tous z1,...,z, € C,ona:
|z1 4 oo + 20| < |z1| + oo + |24
Corollaire 1.16 (Inégalité triangulaire "a I’envers"). Pour tous z,w € C,ona:
|z +w| > [z] — |w|

Encore mieux : |z + w| > ||z] — |w]|

1.5 Distance

Si A et B sont deux points d’affixes z et zp, la distance entre A et B est d(A, B) = |AB| = |zp — za
On la notera aussi d(z 4, zp)

Proposition 1.17 (Inégalité triangulaire). Soit z1,z2,z3 € C
Alors d(z1,23) < d(z1,22) +d(z2,23)

Définition 1.18. Soitz € Cestr € RY..
On définit :
* Le cercle de centre z et de rayon r :
[(z,r)={weC||z—w|=r}= {wEC | |z—w|2:r2}
* Le disque (fermé) de centre z et de rayon r :
Alzyr) ={weC||lz—w| <r}= {wEC | |z — w]? §r2}

2 Equation du second degré

2.1 Racines carrés d’'un nombre complexe : résultat théorique

Théoréme 2.1 (provisoirement admis). Soit A € C*
Alors il existe deux racines carrés de A, cad deux nombres complexes dont le carré vaut A.

Ces deux carrés sont opposés I'une de l'autre.

2.2 Racines carrés d'un nombre complexe : calcul en forme algébrique

Définition 2.2. On définit la fonction signe

R—->R
Isix >0
sgn :
X 40six=0

—1six <0



Théoreme 2.3. Soit A € C et z = x + iy un nombre complexe sous forme algébrique.
On a alors :

Re(z%) = Re(A)

=40 = (|2 =1

sgn(Im(z%)) = sgn(Im(A))
x? —y? = Re(A)

= 12+ =4

sgn(xy) = sgn(Im(A))

2.3 Résolution de I’équation générale

Théoréme 2.4. Soita € C*,b,c € C
On considere 'équation az? + bz + ¢ = 0 (E)
Soit A = b? — 4ac le discriminant de (E)

* S5i A = 0: (E) a une unique solution :

* Si A # 0: (E) a deux solutions :

ol1 J est une racine de A

2.4 Relation coefficient-racines

Théoréme 2.5. Soita € C*, b, c € C. On note z; et z les solutions de ax*> + bx +c¢ =0
(s’iln’y en a qu’une, notée {, on pose z; = z3 = ()
* OnaVvVzeC
az* +bz+c=a(z—2)(z— )

x Relation coefficients-racines (formules de Viete)

b c
z1+ 29 = 2 et z1zp = p

2.5 Systéme somme-produit

Théoréme 2.6. Soit S,P € C

x+y=S§

On considere le systéeme (%) : { d’inconnue (x,y) € C?

xy =P

On considere 1’équation associée z2 — Sz + P =0 (EA), d’inconnue z € C

On note z; et z; les solutions de (EA) (en posant z; = zp = { s’iln’y en a qu'une).
Alors les solutions de (%) sont (z1,23) et (z2,21)

3 Exponentielle complexe

3.1 Préliminaires : congruence modulo T

Définition 3.1. Soit T € C*
On dit que z; et zp € C sont congrus modulo T'si 3k € Z : zp —zy = kT

Sic’estla cas, onnotez; =z, (mod T)



Proposition 3.2. Soit T € C*
La congruence modulo T est une relation d’équivalence.
 Elle est réflexive:Vz € C,z=z (mod T)
s Elle est symétrique : Vz,z2' € C,z =z/(mod T) = 2’ =z(mod T)
* Elle est transitive : Vz,2,z"” € C, (z=z/(mod T) etz’ = 2" (mod T)) = z==z"(mod T)

Proposition 3.3. Soit T € C*
x Soit z1,2p,23 € C
z1 = zp(mod T)

Si onazy;+2z3=zy+z4(modT)
z3 = z4(mod T)

x Soitzy,zp € CetA € C*
Sizp = zp(mod T) alors Azy = Azp(mod AT)

3.2 Exponentielle complexe

Théoréme 3.4 (provisoirement admis). Il existe une fonction exp : C — C vérifiant :
(i) exp(0) =1
(i) Propriété fondamentale : Vx,y € C, exp(x +y) = exp(x) exp(y)
(iii) OnaVz € C, exp(Z) = exp(z)
(v) vzec, @Rl
t—0

v) Tout w € C* s’écrit w = exp(z) pour un certain z € C
p{z)p

(vi) Pour tous z,z’ € C,onaexp(z) = exp(z') <= z = z/(mod 2ir)

Remarque : A la fin de 'année, on définira I’exponentielle de z comme

n——+o0o

n Zk
exp(z) = lim ) T
k=0 """
Définition 3.5. On définit les fonctions
R — R . JR—=R
0 > Re(e®) 6 Im(ei®)

Proposition 3.6. Soitz € C
Ona: |e?| = eRe(®)

3.3 U et exponentielle

Théoréme 3.7.
« Pour tout € R,onac? € U
* Pour tout z € U, on peut trouver 0 € Rtel quez =e
« Pour tout 6,6/ € R,onae =¢? <= 0=0 (mod2n)

i0

Théoreme 3.8 (Formules d’Euler). Soit § € R

Ona 14 0 i0 i0
elf | o et — p—i
6 = t i 6 == B
cos(6) 5 et sin(f) %
Proposition 3.9 (Formules de De Moivre). Soit0 € Retn € Z
Ona

(cos(8) 4 isin(0))" = cos(nf) + isin(nb)



Proposition 3.10 (Factorisation par 1’arc moitié). Soita, 8 € R

Ona
et 1 ol = o2 (ei# +ei@) = 2cos ({X ; ﬁ) s
Et
et —olf = ei# (ei# — eiﬂZi) = 2isin (zx ; ‘B) eia%ﬂ
3.4 Arguments d’'un nombre complexe
Proposition 3.11.
* Soitz € C
On peut trouver 6 € R tel que z = |ze’
/
r=r

* Pour tous 7,7’ € R% ettous 0,0’ € R, ona rel? = el —
Définition 3.12. Soitz € C*
* Tout nombre 6 € R tel que z = |z|e® est un argument de z

* On appelle argument principal de z et on note arg(z) 'unique argument de z qui appartient a | —7t, 7[

* On appelle forme exponentielle de z toute écriture de la forme z = |z|e?, ot1 § est un argument de z

Proposition 3.13. Soit z1,z, € C*

Ona:
* arg(z1zp) = arg(z1) +arg(zz) (mod 2m)
* Vn € Z,arg(z}) = narg(z;) (mod 2m)
* arg (%) = arg(z1) —arg(zz) (mod 27)

4 Compléments de trigonométrie

4.1 Valeurs

Proposition 4.1.
* Soit# € R
Ona
cos?(6) 4 sin®(9) = 1
* Soita,b € ]Rtelsqueaz—i-b2 =1
a = cos(0)

Alors on peut trouver 6 € R tel que
b = sin(0)

4.2 Périodicité et (im)parité

Proposition 4.2.
* cos est 27-périodique et paire.

* sin est 27t-périodique et impaire.

cos(6y) = cos(67)

Proposition 4.3. Soit 81,0, € R tels que
sin(6;) = sin(6,)

Alors 01 =6, (mod 2m)



4.3 Formules d’addition

Proposition 4.4. Soita, f € R

Ona:
cos(a + ) = coswcos p —sinasin
sin(a + B) = cosasin B + sina cos B
cos(aw — B) = cosw cos B + sina sin B
sin(a — B) = — cosasin B + sin a cos B
Corollaire 4.5. Soit 6 € R
Ona:
cos(0+ ) = —cos(H) sin(f + 7r) = —sin(0
cos(r —0) = —cos(0) sin(r — 0) = sin(6)
T s
cos (9 + E) = —sin(0) sin (9 + E) = cos ()
T
cos (E (9) = sin(0) sin (5 - 0) = cos(0)
Proposition 4.6. Soit 6,6, € R
Ona:

cos(61) = cos(6) < 0; = 62(mod 27) ou 01 = —6,(mod 27)
sin(f1) = sin(6y) <= 61 = 6r(mod 277) ou 0 = 7 — 6,(mod 277)

Corollaire 4.7 (de formules d’addition). Soit6 € R
Ona:

c0s(26) = cos?(#) — sin?(6)
=2cos?(6) — 1
=1 —2sin?(0)
sin(260) = 2 cos(#) sin(6)

4.4 Transformation produit — somme (linéarisation)

Proposition 4.8. Soita, f € R

Ona:
cos(w) cos(B) = 3 (cos(a-+ ) +cos(a — )
sin(a) sin(B) =  (cos(a — ) ~ cos(a+ B))
sin(a) cos(B) = %(sm(zx +B) +sin(a — B)

Remarque : On peut vouloir "délinéariser” une expression.

La clef est la formule de De Moivre.

Par exemple, cos(3t) + isin(3t) = (cos(t) +isin(t))3

On développe 'expression et on prend partie réelle / imaginaire.



4.5 Transformation somme — produit (factorisation)

Proposition 4.9. Soit p,g € R
Ona:

cos(p) + cos(q) = 2cos < cos

=
|
=

sin

<
N4 N
)
N———
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=
N
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~
/—\/—\

=

+

=
~_

sin(p) + sin(q) = 2cos <

Exemple de calcul important : Soit t € R
n n
Calculons Y~ cos(kt) et Y sin(kt)
k=0 k=0

. n n n n

Sie' =1,0ona Y cos(kt) = Y, 1=n+1let ) sin(kt)= Yy 0=0
, k=0 k=0 k=0 k=0

Sie't # 1 on va calculer

i ekt — e'(n‘H)t —1
= ezt -1
o Lt (ei”T“t e z"“t)
G
. 2isin (”Tﬂt)
— eljt
2isin (£)
+1
o, S0 (”Tt)
=2
sin ()
On a donc
n no sin (”Tﬂt> n
Y cos(kt) =Re | ) ekt ) = ———7Cos (ft)
k=0 k=0 sin () 2
Et
n no sin (nTHt) n
Y sin(kt) =Im | ) ekt ) = ——— -~ sin (Et)
k=0 k=0 sin ()

4.6 Déphasage

Proposition 4.10. Soit #,v € R non tous les deux nuls (cad (#,v) # (0,0))
On écrit le nombre complexe u + iv sous forme exponentielle.
Onau+iv= Ae¥,ott A = VuZ +v2etp € R est un argument de u + iv
On aalors Vx € R, u cos(x) + vsin(x) = Acos(x — 1)

5 Cyclotomie

Définition 5.1. Soitn € N
+ Un nombre z € C est une racine n-iéme de 'unité si z" =1

x L'ensemble des racines n-iémes de 1'unité est noté U,

Théoréme 5.2. Soitn € IN* On a

U, = {eim% ke Z} = {eﬁ”% ke [[O,n—l]]}



5.1 FEquations z" = a

Théoréme 5.3. Soit a € C*, que I'on écrit sous forme exponentielle a = |ae’
.0 .
« Alors {/|ale’n est une solution de z" = a

x Si z( est une solution de z" = a, I’ensemble des solutions est

{zow | w € Up} = {zoeizng |ke[0,n— 1]]}

5.2 Somme

Proposition 5.4. Soitn > 2
Alors la somme des racines n-iemes de 1'unité est nulle.

y o=

wel,

6 Géométrie plane

6.1 Rappels sur les angles

Etant donné trois points O, A, B du plan tels que O # A et O # B, on dispose de I'angle géométrique AOB
entre les demi-droites [OA) et [OB). C’est un élément de [0, 7]
Deux vecteurs non nuls i/ et 7 du plan définissent un angle oriente (i, ¥)

Sa mesure principale appartient a | —7t, 77]

On la notera simplement (i7, 7)

Proposition 6.1. Soit if, 7, @ trois vecteurs non nuls du plan.

Ona:
* Antisymétrie : (7,4) = —(i[,7) (mod 27)
* Relation de Chasles : (if, @) = (i,7) + (7,@) (mod 271)

6.2 Angles et arguments

Dans toute la suite, on notera Z, W, etc... les vecteurs d’affixe z, w, etc...
On notera H le vecteur(horizontal) d’affixe 1

Point-clef : "L’angle" (H, Z) est "I'argument" de z
Plus précisement, toute mesure de (H,Z) est un argument de z

Proposition 6.2.
x Soitz,w € C*
Ona(Z,W)=arg (%) (mod2n)
* Soit A, B, C trois points distincts, d’affixes a, b, ¢
Alors (AB, AC) = arg (%) (mod 27)

Corollaire 6.3. Soitz,w € C*
x Critére de colinéarité :
— Ona Z et W colinéaires ssi 2 est réel.
— Soit A, B, C trois points distincts.
Alors A, B, C sont alignés ssi % est un réel.
* Critere d’orthogonalité : Soit z,w € C*
Alors Z et W sont orthogonaux ssi 7 est imaginaire pur.



6.3 Similitudes directes : définition et classification

Définition 6.4.
* On appelle similitude directe toute application de la forme

C—>C
ab *
z—az+Db

outaeC*etbeC

* On dit que a est le rapport de la similitude f, ,
% On note sim_ (C) 'ensemble des similitudes directes.

Théoréme 6.5. Soit a € C* que ’on écrit a = |ale’® pour un certain @ € Retb € C
* Sia =1, f,} estla translation de vecteur b
* Sia # b, f,, a un unique point fixe w = % et:
— VzeC, fop(z) —w=a(z—w)
— On peut obtenir f, , en composant I'homothétie de centre w et de rapport |a| et la rotation de centre
w et d’angle 6

Remarque: Sia € R\ {1}, on dit que f,; est une homothétie de centre w et de rapport a

Remarque : Deux similitudes de méme centre w commutent.

Proposition 6.6. Soita € C*etb € C
% fop "dilate les distances d"un facteur |a|"

Vz1,22 € C,

fap(22) = fap(z1)| = lal|za — z1

* fap "préserve les angles" : pour tous zy,z2,z3 € C distincts, on a

arg <fa,h(7~3) —fa,b(zl)) ~ arg (23—21> (mod 277)

fan(z2) — fap(z1) 7 — 21

6.4 Structure de sim_ (C)

Proposition 6.7 (sim_ (C) est un groupe).
s sim (C) est stable par composition : Vf,g € sim,(C), go f € sim(C)
* Tout f € sim (C) est bijectif, etona f~! € sim (C)

Proposition 6.8 (sim_ (C) agit exactement 2-transitivement sur C). Soit z; # zy et wy # wp € C
Alors il existe un unique f € sim (C) tel que f(z1) = wy et f(z2) = wo
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